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广义收敛的分形图像压缩编码

洪喜勇 ,陈贺新
(吉林工业大学信息科学与工程学院 ,吉林长春 130025)

　　摘　要 : 　本文讨论了分形图像压缩的收敛性问题 ,给出了严格收敛和广义收敛的概念 ,提出了广义收敛的分形

图像压缩编码方法 ( GC2FICC) .实验证明 ,应用本文方法 ,可以在保证同样压缩比前提下 ,提高重建图像质量.
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Fractal Image Compre ssion Coding Ba sed on Generalized Convergence
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Abstract :　The convergence of fractal image compression coding is discussed in this paper. The definitions of both generalized

convergence and normal convergence are given. With the discussion ,a new coding algorithm———fractal image compression coding

based on generalized convergence ( GC2FICC) is proposed here. It is shown that ,under the same compression ratio ,the quality of the

reconstructed image with GC2FICC is improved.
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1　引言
　　八十年代中期 ,Barnsley 等人提出分形图像压缩的概

念[1 ] ,对几幅彩色图像及一个女孩图像获得 10000∶1的高压

缩比 ,并获得 US专利[3 ] ,分形图像压缩以其潜在的高压缩比

和良好的重建图像质量受到广泛的关注 [4 ] .然而 ,他们的方法

是有经验的图像处理专家基于人机交互进行的 ,寻找图像局

部与整体的相似性极其困难. 80年代末 ,Jacquin在他的博士

论文中提出利用图像局部间相似性 ,实现了全自动分形图像

压缩编码[5 ,6 ] ,使分形图像压缩向实用化迈出了坚实的一步.

然而 ,Jacquin的自动分形压缩编码是在设定阈值条件下进行

的 ,这里面还存在人为主观意愿 ,换句话说 ,在这种意义下的

分形编码属于人为严格匹配造成的 ,在此我们称之为严格收

敛 ,在实际中 ,由于图像的随机性 ,人为设定阈值方法存在许

多问题 ,因此人们正在研究基于图像自身特性的自适应分形

编码方法[7 ] ,这就是在广义匹配或者广义收敛的新定义下 ,根

据图像自身的统计特性来实现自适应分形编码.本文在定义

广义收敛性的概念后 ,提出一种广义收敛的分形图像压缩编

码方法 (简称 GC2FICC) .文中首先讨论了分形图像压缩理论 ,

然后我们给出了广义收敛性的定义及 GC—FICC算法 ,最后

是实验结果和结论.

2　分形图像压缩基础理论

　　分形图像压缩的数学基础是双曲迭代函数系统 ( IFS)、拼

贴定理.分形理论指出 ,分形是复杂的不规则的集合 ,也是具

有精细结构的集合图像 ,许多分形可以用简捷的构造过程得

出.分形图像压缩就是寻找简单的 IFS代码 ,解码用收到的

IFS代码在任意初始图像上进行迭代 ,重建吸引子.

定义 1　迭代函数系统是完备空间 ( X , d)上的一组压缩

映射ωn : X→X , n = 1 ,2 , ⋯, N ,每个压缩映射ωn的压缩因子

为 Sn ,且 0≤Sn < 1.记为{ X ;ωn , n = 1 ,2 , ⋯, N} ,且其收缩因

子为 S = max( Sn) .

分形图像压缩就是寻找这组压缩映射.

定理 1　设{ X ;ωn , n = 1 , 2 , ⋯, N}是一双曲的迭代函数

系统 ,对于所有的 B ∈完备空间 ,则定义 :

变换 W : H→H : W ( B) = ∪
n = N

n = 1
ω( B)

=ω1 ( B) ∪ω2 ( B) ⋯∪ωN ( B)

是完备空间 H上的一个压缩映射 ,压缩因子是 S ,对所有的

B , C∈H ,满足 :

h (ω( B) ,ω( C) ) ≤S 3 h ( B , C) ,且 W不动点满足 A∈H :

A = W ( A) = ∪
n = N

n = 1
ω( A) ,并且对任意一个 B ∈H成立

A = lim
n→∞

Won ( B) .

上述定理中 h ( ,)是 Hausdorff 测度 , A 称为迭代函数系统{ X ;

ωn , n = 1 ,2 , ⋯, N}的吸引子.

定理 2　设 ( X , d)是一个完备的度量空间 ,给定 L ∈完备

度量空间与ε≥0 ,具有压缩因子 S :0≤S < 1的迭代函数系统

{ X ;ωn , n = 1 ,2 , ⋯, N} ,使得 :
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h ( L , ∪
n = N

n = 1
ωn ( L) ) Φε] h ( L , A) Φε/ (1 - S) .

即 h ( L , A) Φ (1 - S) - 1 h ( L , ∪
n = N

n = 1
ωn ( L) ) .

定理 2说明了存在一个迭代函数系统 ,其吸引子 A 近于

给定的集合 .也就是说 ,基于迭代函数的分形图像压缩 ,实质

就是在给定集合 L 所在的空间 (待压缩的图像)寻找一组压

缩映射 ,使得给定集合在这组映射ωn ( n = 1 , ⋯, N)下 ,像的

并或拼贴近于给定集合.

Jacquin方法是分割迭代函数系统 ,具体对图像进行压缩

简单概括为图像 G分割为不重迭的 R块———排列块 ( B 3 B )

和可重迭的 D块———区域块 (2 B 3 2B ) ,对每一个 R 块的编

码是搜索 D块库 ,使 D 块经收缩、同构、对比度及灰度变换

———压缩仿射变换后在某一测度下与 R块匹配.记录与 R块

匹配的 D块的位置、同构变换的种类、对比度因子及灰度因

子———构成分割 IFS码书 ,解码通过迭代重建原图.

3　分形压缩广义收敛性及广义收敛的分形图像编

码

311　分形压缩广义收敛性

依据前面介绍的分形压缩的原理 ,对一幅图像进行分形

压缩 R—D块匹配过程可描述为 :

rd = Sj 3 ( I◇( C◇( Dj) ) ) + gj (1) (1)

其中 : ◇代表变换 ; C—收缩变换 ; I—同构变换 ; Sj—对比度

尺度 ; gj—灰度因子

设 dr = I◇( C◇( Dj) ) , r( K, L) 、dr( K, L)分别代表 R块

和 D块经收缩和同构变换后块的像素值 ,某一测度下 R块和

rd两者距离最小 (或小于某一阀值)时称相应的 D块与 R 块

匹配.通常采用最小二乘测度 ,这时两者距离 :

d2 = { r( K, L) - [ Sj 3 dr( K, L) + gj ]} 2 (2)

d2对 Sj、gj求偏导 ,令其为零 ,则有 : Sj =

B2 ∑
k = B

k = 1
∑

L = B

L = 1
r( k , L) dr( k , L) - ∑

k = B

K= 1
∑

L = B

L = 1
r( K, L) ∑

k = B

K= 1
∑

L = B

L = 1
dr( K, L)

( B2 ∑
k = B

K= 1
∑

L = B

L = 1
( dr( K, L) ) 2 - ( ∑

K= B

K= 1
∑

L = B

L = 1
( dr( K, L) ) 2)

(3)

gj = ( ∑
K= B

K= 1
∑

L = B

L = 1
r( K, L) - Sj 3 ∑

K= B

K= 1
∑

L = B

L = 1
( dr( K, L) ) / ( B 3 B) (4)

分形图像压缩的实质是寻找一组压缩映射的分割 IFS系

数. Jacquin法[2 ]分形图像压缩 ,通常限定 Sj∈(0 ,1) ,以保证解

码迭代收敛.实际上 ,用最小二乘法求 Sj , │Sj │> 1的数量

较多 (参看第 4节图 3、图 4) .由式 (1)描述的过程 ,对所有的 n

= 1 , ⋯, N构成的迭代函数系统 ,对比度因子 Sj∈(0 ,1) ,虽然

可保证解码收敛 ,但它却舍弃了最小二乘意义下的匹配块 ,因

此会影响图像重建质量.另外 ,从统计特性分析式 (1) ,其均值

和方差分别为 :

E[ rd ] = E[ Sj 3 ( dr) + gj ] = Sj 3 E[ dr] + gj (5)

σ2 [ rd ] =σ2 [ Sj 3 ( dr) + gj ] = S2
j 3σ2 [ dr] (6)

从式 (5) (6)可以看出 ,为了和 R 块匹配 , D 块经过压缩

仿射变换 ,其均值、方差和 Sj 分别是线性、平方的关系 ,当 Sj

较大时 ,这说明相应未变换前的 D 块其方差和 R 块差别较

大 ,若强行匹配同样影响重建图像质量 ,这也是分形图像压缩

编码必须克服的问题.

定义 2　分形图像压缩中 ,对比度因子 Sj ∈[0 , 1 ]时 , D

块在某一测度下与 Ri 匹配称为严格匹配.

传统的分形图像压缩就属于这种情况 ,它通过严格限制

对比度因子 ,保证重建时迭代收敛.实验中我们发现 ,并不是

所有 Sj | [0 1 ]的对比度因子 ,都使重建图像质量下降.为此

本文引入广义匹配的概念.

定义 3　分形图像压缩中 ,能够使重建图像迭代收敛的

某一测度下 D块与 Ri匹配称为广义匹配.

这时拓宽了对比度因子 Sj的取值范围 ,并不是完全限定

在[0 1 ]范围内 ,就图像重建而言 ,应有收敛性问题———广义

收敛性.

定义 4　分形图像压缩的广义收敛性是指基于| S | < 1 , S

= Sj 3 S I 3 Sc ,所造成的 Sj、S I、Sc 为大于零或小于零的任意

数对分形图像压缩重建吸引子的影响.

定义 5　广义匹配时 Sj、S I、Sc能够保证迭代收敛于吸引

子的取值范围称为收敛域 ,反之称伪收敛域.

伪收敛域内 ,会影响重建图像质量 ,有时其质量会严重下

降.为了提高重建质量 ,关键是确定收敛域 ,保证得到的 D块

为严格匹配块或广义匹配块.就式 (1)描述的分形压缩有以下

定理 :

定理 3　分形图像压缩 ,当压缩因子 | S | = | Sj 3 S I 3 SC|

< 1 ,即 - 1 < Sj 3 S I 3 SC < 1时 , Ri 和相应的 D块是广义匹配

的 ,其迭代函数系统的吸引子近于原图像. (证明见附录一) .

依据定义 4和定理 3 ,给出以下引理.

引理　分形图像压缩编码 ,同构变换 S I = 1 ,则当满足 Sj

< 1/ SC或 Sj > - 1/ SC时的 Sj、SC值保证分形图像压缩编码广

义收敛.

因为分形图像压缩编码时 D块首先经过收缩变换 ,则收

缩因子 SC < 1 ,根据采用的不同收缩 , SC取不同的值 ,因此上

述引理的直接推论就是 :

推论　分形图像压缩编码对比度尺度 Sj 的取值可以不

必限定在[0 ,1 ]内 ,当满足引理的条件 ,其重建吸引子会更加

近于原图像.

312　广义收敛分形图像编码

(1)原图像分割成尺寸为 B 3 B 的 R块 ,构造 D库 ,库中

每个 D块尺寸为 2B 3 2B ;

(2) R2D块的匹配搜索. 包括 D 块经收缩变换、同构变

换、对比度变换、灰度变换.

(3)计算 Sj、S I、Sc ,判断其广义收敛性 ,确定满足广义收

敛条件的匹配块.

(4)记录 R块尺寸及相应 D块的位置、八种同构变换的

序号、对比度尺度、灰度因子 ,构成 IFS系数 ;

(5) IFS系数的量化 ,组成原图像的分形编码码书.

4　实验结果及分析比较

　　如图 5 ( a)所示 ,原图像为 256 3 256个像素 ,每像素 8比

特的灰度图像 Lenna.解码时依据收到的 IFS代码在任意初始

图像上迭代.
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实验一　原图分割为均匀的尺寸为 8 3 8的 R 块 , D库

中 D块尺寸为 16 3 16 ,步长为δ= 8.实验结果如下表 :

表 1　

压缩比 PSNR 备注

传统分形编码 20148 26186

去均值分形编码 20148 27107
引自文献[8 ]

GC2FICC方法 20148 27134 均匀分块

　　实验一中因为均匀分块 ,且 D库构造依据步长δ= 8 ,所

以 D库中块较少 ,恢复图像 PSNR较小.但从表中可看到 ,压

缩比相同的情况下 ,PSNR有明显提高.另外 ,为了和四叉树分

割的 Jacquin法分形图像压缩编码进行比较 ,应用本方法 ,做

了第二个实验 ,我们称为基于四叉树分割的广义收敛的分形

图像压缩编码方法 ,实验数据如下表 :

表 2　

压缩比 PSNR 备注

传统分形编码 11168 29188 四叉树分割

GC2FICC方法 11168 30142

Jacquin方法 11111 28120 引文献[2 ]

注 :这里压缩比只是简单的估算 ,没有象文献[ 2 ]中 Jacquin那么精确

计算 ,因为只在于比较压缩比相近情况下 , PSNR的提高情况 ,实际压

缩比将比表中要高.各种方法的解码图像如图5.

　图 1　均匀分块

从表中看出在均

匀分块、四叉树分割

的分形图像编码中 ,

在压缩比相近时 , GC2
FTCC方法 PSNR都有

所提高.

实验三 　本文做

了采用均值收缩时 ,

对比度因子在不同范

围时重建图像 PSNR

对比 ,如图 1和图 2.

　图 2　四叉树分割

图中 :坐标横轴表示

重建时迭代次数 ,纵

轴为 PSNR2峰值信噪
比.曲线 1、2、3、4分别

是在对比度尺度没有

限制、伪收敛域内、严

格匹配和广义收敛时

绘出的.

实验数据分析 :

从图 1 可看出曲线 1

为 Sj 没有限制 ,这时

PSNR最好仅为 9151 ,曲线 3是文献 [8 ]基于 Jacquin的传统分

形压缩编码2严格匹配 ,它的 PSNR是 26186 ,本文方法曲线 4

的 PSRN为 27134 ,甚至比文献 [8 ]方法的 PSNR = 27107 还要

高 ,而收敛速度相当.伪收敛时 PSNR严重下降 ,如曲线 2所

示.从图 2四叉树分割情况看也有类似现象 ,只是考虑图像的

统计特性 ,图像分割时增加了较小的 R块 ,同时 D块库选的

也较大 ,因此四个曲线 PSNR值都有增加 ,但没有限制 (曲线

1)和伪匹配时 (曲线 2) ,其 PSNR值比广义收敛时低得多 ,最

高才 1512.

图 3、4分别是实验一、二中 ,利用式 (3) 、(4)计算 Sj ( Sj没

有限制) ,对比度尺度分布直方图.

图 3　实验一中对比度　　　　图 4　实验二中对比度

因子分布 因子分布

其中 : M为| Sj|的数量.从图中可看出两个实验中| Sj | 分

布情况 , | Sj | > 1的数量分别为 196和 556个 ,它将影响重建

图像质量.即图 1、图 2的曲线 1 所示情况 ,可看出重建图像

PSNR很低 ,这正是因为有少量块的 Sj不满足 Sj < 1/ Sc或 Sj >

- 1/ Sc的影响所造成的.

图 5

5　结论

　　本文讨论了分形图像压缩的广义收敛性问题 .给出了

R—D块的严格匹配和广义匹配的概念 ,从分析对比度尺度、

收缩因子对重建图像影响入手 ,给出了判断广义收敛性的定

理 ,并给出了证明.从两个实验的结果可知 ,应用本文方法 ,可

以在均匀块分块、四叉树分割中 ,压缩比、计算量、编、解码时

间相当的情况下 ,改善重建图像质量. GC2FICC方法也可以推

广到其它涉及分形图像压缩的编码中 ,进一步提高重建图像

的 PSNR ,从而丰富和完善了分形图像压缩编码理论和方法.

附录一　定理 3证明

证明 :

一、收缩性.完备度量空间 ( X , d) (即数字图像) ,分形编

码时 ,原图 G分 n = N 块 ,就每个 R块 Ri 寻找与之匹配的 D

块的匹配过程构成一组映射{ωi : X →X 　i = 1 ,2 , ⋯, N} ,其

映射因子为 Si ,并且它是三部分组成 ,即 Sj、S I和 SC.对 Π x , y

∈X ,则有 :

d (ω( x) ,ω( y) ) = | Sj 3 S I 3 SC| d ( x , y) ( A)

令| S | = max( | Sj 3 S I 3 SC| ) ,所以有 :

d (ω( x) ,ω( y) ) ≤| S | d ( x , y) ( B)

因定理条件是| S | = | Sj 3 S I 3 SC | < 1 (显然 | Sj 3 S I 3 SC | ≥
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0) ,这说明分形编码的映射{ωn : X→X　n = 1 , ⋯, N}是压缩

映射 ,并构成一局部迭代函数系统 { X ;ωi , i = 1 , 2 , ⋯, N }

( IFS) .

二、收敛性.

设 T为数字图像的非空集 , W ( T) = ∪
N

i = 1
ωi ( T) , A 为 W 的

不变集 ,即吸引子 ,设迭代 Ai = W0 i ( T) = W ( W - ( W ( T) ) ) .

A0 = T , A ∞= A ,且 W ( A) = A ,那么 , T和吸引子 A 间的距离

为 :

d( T , A) = d ( A0 , A ∞) Φ d ( A0 , W ( A0 ) ) + d ( W ( A0) , A ∞) Φ
lim
n→∞

d ( Wo( i - 1) ( A0) , W0 i ( A0) ) Φ lim
n→∞

d ( A0 , W ( A0) ) (1 + | s| + |

s| 2 + ⋯+ | s| n)

当| s| Φ1时则 T和 A的距离 :

d ( T , A) Φ 1
1 - | s|

d ( A0 , W ( A0) )

∵d ( A0 , W ( A0) )是大于零的任意正数 ,

∴任意非空集 T可以用自相似集来逼近 ,分形迭代函数系统

吸引子 A收敛于 T.定理证明完毕.
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